TD 18 : Arithmétique

Divisibilité, division euclidienne
#4#: Soit n € N*. Déterminer le reste de la divi-

sion euclidiennede 1 +2+-...+n parn.

#1  Montrer que pour tout n € N* n* | (n+
) —1

*tr  Soita € Z et b > 0. On note ¢ le quotient de

la division euclidienne de a par . Montrer que g = U—)IJ .

Le résultat est-il encore vraisib < 0 ?

@ ##% Déterminer tous les entiers n tels que :

4) n* — 2 divise
203 +3n* —4n—6

1) n—1divisen+2
2) n—4divise 3n — 17
3) n+ 1 divise n° +4

@ ** Montrer que la somme de 5 entiers consé-
cutifs est divisible par 5.

Est-ce que la somme de 4 entiers consécutifs est divi-
sible par 4 ?

*** Montrer par récurrence que pour tout n €
N*, 40" x n! divise (5n)!

PGCD, PPCM

# Déterminer tous les entiers qui divisent a la
fois 318 et 282.

*+#;  Calculer les PGCD des couples (a,b) sui-
vants, ainsi que des coefficients de Bézout :

1. (a,b)=(69,13) 2. (a,b) = (270,105)

@ *x Soita,b € Z. Lobjectif est de montrer que
aNb=1 < (a+b)N(ab) =1
1) Montrer le sens réciproque.

2) Onsuppose aAb = 1. Montrer que (a+b) Aa = 1.
En déduire que (a+b) A (ab) = 1.

(10) ##

Soit n € N. Montrer que les fractions

14n+3 n?+n n+2n sont irréduc
) X~ 1I uc-

21n+4" 2n+1 n*+3n2+1

tibles.

##% Soitn > 2 un entier. Calculer :

1) nv(2n+1) 2) (n—1)v(2n+1)

##%4¥: Résoudre les systémes suivants dans N2

ANy =15 Ay=35 Ay =10
A) XY B) XAy ) XAy
xy =900 xVy=60 x+y=100

Congruences

#¥: Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de:

5) 88 par 6
6) 240 par 10

3) 380 par 17
4) 910 par 12

1) 777 par 10
2) 52025 par 11

A #r

1) Montrer par un tableau de congruence que pour
toutn € N, I'entier 51> + n est divisible par 6.

2) Montrer par récurrence que pour tout zn € N, I'en-
tier 32"+ 422 est divisible par 7.

3) Trouver m et n dans N tels que m = n [7] mais tels
que 2™ £ 2" [7].
En particulier, le tableau de congruence modulo 7 ne

permettrait pas de conclure pour la question 2)... Cela
ne marche pas si n est en puissance !

#¥:  Montrer que pour toutn € N, le reste de la
division euclidienne de 6" — 1 par 7 appartient a {0,5}.

*4: (Equations de congruences) Résoudre dans
/R

1) 6x=9 [15]
2) 1x=5 [34]

3) 10x=6 [34]
4) Tx =11 [31]
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#% Déterminer le dernier chiffre de 13'°.

(18) #x
2

1) Montrer que si n est un entier impair, alors n° =
1 [8].

2) Montrer que si m est un entier pair, alors m> = 0 [8]
oum? =4 [8].

3) En déduire que si a, b, c sont trois entiers impairs,
alors a® 4 b + ¢* n'est pas le carré d’'un entier.

## (Criteres de divisibilité) Soita € N un entier
a N chiffres. Soit ay_jan—_» - - - ag son écriture en base 10.
On adonc

a= 1ON_1aN,1 + 10N_2aN,2 +...4+10a; +ag

1) Montrer que 5 | assi5 | ap.
(les critéres pour 2 | a et 3 | a se montrent de méme).
2) Montrer que 9 |assi9 |ay_1+...+ap

3) On appelle somme alternée des chiffres de a le
nombre

S(a) =ay_1—aN-—2+...+ (—I)Nila()

(@) Montrerque 11 |assill | S(a).
(b) En déduire les entiers k € [0, 9] tels que 4230+
k est divisible par 11.

4) On note g et r le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par 10.

(a) Montrer que n est un multiple de 7 si et seule-
ment si g — 2r est multiple de 7.

(b) Enréitérant, on a donc un critere de divisibilité
par 7. Lappliquer aux entiers 84, 173, 343, 526
et 1001.

##*¥: (Exercice banque CCP) On cherche a ré-
soudre le systéme suivant, d’'inconnue x € Z:

6 [17]
5 [16]
4 [15]
1) Déterminer une solution particuliére xy € Z.
2) En déduire les solutions de (S).

(S): X

Equations diophantiennes

#+#  Résoudre dans Z les équations suivantes :

1) Tx+12y =5
2) 9x+15y=11
3) Ix+ 15y =18
4) 16x—3y=4

5) 18x+7y =12

6) 3x+7y = 10"
(neN)

*% Soit a,b € Z*. Par la relation de Bézout, il
existe ug, vy € Z tels que aug + bvg = a A\ b. Mais, quels
sont TOUS les couples (u,v) tels que au+bv =aAb?
On les exprimera en fonction de a, b, ug, vo.

##%¥: Pour chaque équation, trouver tous les
couples (x,y) € Z? solutions :

1) 3x2-|—xy:11 3) xy=x+2y
1 1
2) -y =5 Yiti7s

Nombres premiers, valuations

* (Calcul de PGCD et de PPCM) Pour chaque
couple (a,b), décomposer les entiers a et b en produit
de facteurs premiers et en déduire a A b puisa V b.

1) (a,b) = (90,120)
2) (a,b) = (105,147)

3) (a,b) = (26,130)
4) (a,b) = (77,364)

(@) w

1) Décomposer 360 et 1750 en produit de facteurs
premiers.

2) Quel est le nombre de diviseurs positifs de 360 ? de
1750 ? qui sont communs a 360 et 1750 ?

*¥:  Soit a,b € Z et n € N*. Montrer que si a"
divise »", alors a divise b.

##* Quel est le plus petit entier strictement po-
sitif divisible par tous les entiersde 1 a 10 ?
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##% Soit n > 2 un entier. Montrer qu’il n’existe
aucun nombre premier entre n! 42 et n! +n.

In8 3
#% Montrer que \/5, 7 et {/; sont irration-
n

nels.

*#* Soita,b € N* et p un nombre premier.
1) Montrer que v,(a+b) > min(v,(a),v,(b)).

2) Trouver a, b et p tels que
vp(a-+b) > min(v,(a), vy(b))
3) Montrer que siv,(a) # v,(b), ona

vp(a+b) =min(vp(a),v,(b))

olold

1) Montrer que pour toutn € N, on a
n?l =n [N]

avec N =2 puis N =3 puis N =5 puis N = 11.

2) En déduire que pour tout n € N, 330 divise n?! —n.

#%% Parmi les nombres de 1 a 100, combien
sont divisibles par 5 ? par 25 ? En déduire le nombre de
0 apparaissant a la fin de I’écriture décimale du nombre
100!

##%#% Soit p > 5 un nombre premier. Montrer
que 24 divise p2 —1.

###d:  Pour tout entier n > 2, on désigne par N
le nombre de diviseurs positifs de n et par P leur produit.
Trouver une relation simple reliant n, N et P.
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